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Clasa a VIII-a 

 
 

SOLUŢII 
   
Problema 1.  
Soluţie.  a)  Fie ,CD AB D AB⊥ ∈ . În BCD∆ dreptunghic, 030)( =∠Bm , deci  2BC x= ⋅ , unde 

x CD= . Din 0( ) 60m BCD∠ =  şi  0( ) 15m ACB∠ =  , rezultă că 0( ) 45m ACD∠ = , deci triunghiul ADC  

este dreptunghic isoscel cu ipotenuza  2AC x= ⋅ . Prin urmare , 
2

2
2

BC x

AC x

⋅
= =

⋅
.   

b).Conform punctului a),  rezultă că 
2

MC x AC

AC BCx
= =

⋅
, deci ( . . .)ACM BCA LU L∆ ∆∼ , aşadar 

MC AC AM

AC BC AB
= = , de unde 

AB AC
AM

BC

⋅
= . 

 

Problema 2.  
Soluţie. a)  Avem succesiv, 1 2013 1 2013 1 2013 2012x x x x x x− + − = − + − ≥ − + − = , iar egalitatea 

are loc atunci când 1x −  şi 2013 x−  au acelaşi semn, adică  [ ]1 ; 2013x ∈ . Analog rezultă inegalităţile: 

5 2009 2004, 9 2005 1996,..., 1005 1009 4x x x x x x− + − ≥ − + − ≥ − + − ≥ , de unde, prin adunare 

rezultă că 

22016 252
1 5 9 13 ... 2013 4 12 20 ... 2012 504

2
x x x x x

⋅
− + − + − + − + − ≥ + + + + = = .  

Egalitatea are loc atunci când [ ] [ ] [ ]1;2013 5;2009 ... 1005 ;1009x ∈ ∩ ∩ ∩ , de unde [ ]1005 ; 1009x ∈ . 

b) Pentru 20, 112896 336n x= = = .  

Fie *
n ∈� . Atunci ( ) ( )3 3 2 3112 10 896 112 10 8 4 7 10 8n n nx + + +

= ⋅ + = ⋅ + = ⋅ ⋅ + , deci 

3 2 *10 8 7 ,n k k+
+ = ⋅ ∈� , de unde ( )27 8u k⋅ = , adică ( )2 4u k = , deci ( ) { }2 , 8u k ∈ . 

Cazul 1. 

( ) 2u k = , deci *10 2,k a a= ⋅ + ∈� . Rezultă că ( )
23 210 8 7 10 2 700 280 28n

a a a
+

+ = ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ + , deci  
3 210 700 280 20n

a a
+

= ⋅ + ⋅ +  , de unde 2 2 310 70 28 2 10n a a+
= ⋅ + ⋅ + � , adică ( )2 3 32 35 14 1 2 5a a⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅� , 

de unde rezultă că 235 14 1 4a a⋅ + ⋅ + �  . Se observă că 2 1 ,a b b= ⋅ + ∈�  şi va rezulta că  

( ) ( )2 2
4 435 14 1 35 4 4 1 14 2 1 1 50 2a a b b b M M⋅ + ⋅ + = ⋅ ⋅ + ⋅ + + ⋅ ⋅ + + = + = + , contradicţie. 

Cazul 2. 

( ) 8u k = , deci *10 8,k a a= ⋅ + ∈� . Rezultă că ( )
23 210 8 7 10 8 700 1120 448n

a a a
+

+ = ⋅ ⋅ + = ⋅ + ⋅ + , deci  
3 210 700 1120 440n

a a
+

= ⋅ + ⋅ +  , de unde 2 2 310 70 112 44 10n a a+
= ⋅ + ⋅ + � , adică 

( )2 3 32 35 56 22 2 5a a⋅ ⋅ + ⋅ + ⋅� ,de unde rezultă că ( )235 56 22 4a a⋅ + ⋅ + �  , deci 2
435 2a M⋅ = + , adică  

2
4 2a M= + , contadicţie. 



Deci 0n =  este singura soluţie a problemei. 
 
Problema 3.  
Soluţie. a) Fie *2013 ,n n= ∈� . Din ipoteză rezultă că 

2 2 2 2 2 2 22 , 2i j i k k jM M n M M M M n n n≤ ⋅ + ≥ + = ⋅ ,  deci 2 2 2
i k i j j kM M M M M M≤ + ,  adică cele trei 

puncte sunt vârfurile unui triunghi ascuţitunghic, cel mult dreptunghic, oricare ar fi indicii distincţi 

{ }, , 1, 2, 3, 4i j k ∈ . Mai mult, rezultă că toate cele 4 puncte sunt vârfurile unui patrulater convex 

 ( justificare prin reducere la absurd), cu unghiurile cel mult de măsură 090 , dar cum suma măsurilor lor 
este 0360 , rezultă că toate că cele 4 puncte sunt vârfurile unui dreptunghi, fie acesta 1 2 3 4M M M M , 

evident patrulater inscriptibil. Dacă 1 2 2 3,M M a M M b= = , din 
2 2 2 2 2 2 2

1 32 2n n n a b M M n⋅ = + ≤ + = ≤ ⋅ , rezultă că a b= , deci 1 2 3 4M M M M  este un pătrat de latură 

a n= , iar raza cercului circumscris este 
2 2

2013
2 2

n
R

⋅
= = ⋅ . 

b) Bisectoarea (BD  intersectează cercul circumscris triunghiului EBC  într-un punct 1M  şi din 

proprietăţile unghiului înscris în cerc, rezultă că arcele �1M E  şi �1M C  sunt congruente, deci 

[ ] [ ]1 1M E M C≡ , aşadar 1M  se află pe mediatoarea segmentului [ ]EC , adică 1M M= . Rezultă că 

patrulaterul  EBCM este inscriptibil, deci ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

1
2

m BCE m EMB m DCE m ACB= = = ⋅� � � � . 

Din ME DF�  rezultă că ( ) ( )m EMB m FDB=� �  ( corespondente) şi din ( )1  rezultă că 

( ) ( )m BCF m FDB=� � , deci patrulaterul BCDF  este inscriptibil, şi deoarece (CF  este bisectoarea 

unghiului ACB� , rezultă că arcele�BF  şi �FD  sunt congruente, deci coardele [ ]BF  şi [ ]FD  sunt 

congruente. 
 


